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PREFATA

Este bine cunoscut faptul cd etapa actuald de dezvoltare se
caracterizeaza printr-o complexitate si diversitate a fenomenelor economice
implicdnd abordarea lor pe baza stiintifica.

Aceasta abordare nu mai este posibila fara a recurge la folosirea
unui aparat matematic auxiliar adecvat. Luarea unei decizii economice
presupune antrenarea unor resurse materiale §i umane importante neputind
fi eficientd si realistd decdt dacd se bazeazd pe un instrument matematic
adecvat gi pe o analizd temeinica a fenomenului supus modelarii.

O modelare economica riguroasa exclude cu desavdrsire o abordare
empiricd, aduce un plus de informafie §i confera cercetarii un grad sporit
de incredere.

Prezentul curs cuprinde materia predata la disciplina ,, Matematici
aplicate in economie” in anul I al facultdtilor economice din cadrul
Universitatii.  Romdno-Americane:  Management-Marketing,  Relatii
Comerciale si Financiar Bancare Interne gi Internationale, Economia
Turismului Intern §i International, Studii ale Integrarii Economice Europene.

Notiunile prezentate in manual inarmeaza studentul economist cu
instrumentul matematic necesar abordarii problematicii ce ajuta la
modelarea fenomenelor economice cu caracter determinist sau aleator.

Manualul urmdregte indeaproape programa analiticd §i vine in
sprijinul studentilor cu un mare numadr de probleme atdt rezolvate cdt i
propuse pentru rezolvare. De asemenea, precizim cd aceastd carte se
adreseazd tuturor studentilor economisti, precum gi tuturor specialistilor
din diverse sectoare ale economiei §i constituie un auxiliar prefios in

activitatea i practica lor economica.
Autorii






CAPITOLUL I
MODELARE SI OPTIMIZARE LINIARA

§ 1. Elemente de algebrai liniari
1. Spatii liniare.
Fie & o multime nevida si K un corp. Pe o se defineste o lege de compozitie
internd notatd aditiv:

+:fxL oo, (@b)—>a+b
si o lege de compozitie externd notatd multiplicativ :

cHxLo L (@a)|ooa, ae X

Definitie: Multimea of este un spatiu liniar sau vectorial peste corpul K daca
sunt satisfacute conditiile (axiomele spatiului liniar):

1° (a+b)+c=a+((b+c), (Ma,b,c.e £

2° 0e Lastfelincat a+0=0+a=a (V)ae £

3° —ae Lastfel incit a+(—a)=(-a)+a=0 (V)ae S

4° a+b=b+a, (V)a,be £

5 1.a=a, (Mae S

6> a(fa) = (0f)a, (V)at, BEK, (V)a€ &L

7° ala+b)=aa+ob, (V)ae Ksi (V)aelL

8 (@+ Pla=oca+ Pa, (V)a,BeKsi (V)aesL
Vom nota spatiul liniar cu dubletul (£, X ')

Observatii:

a) Conditiile 1° - 8° se mai numesc axiomele spatiului liniar o ;

b) Am notat cu 1 elementul unitate al corpului X ;

¢) Dacd avem X = &,( L, A ) se numeste spatiu liniar real

Dacd K =, (£, () se numeste spatiu liniar complex

Elementele a, b, c,...€ K se numesc vectori iar elementele o, B ,...€ K se numesc
scalari.

2. Spatiul liniar R". Fie 7 >1 un numdr natural si fie R" multimea tuturor
sistemelor ordonate de » numere reale de forma
a=(0,,0,,.0,), O;€ R notatd

n ori

—_——
R"=RxRx..R={a=(a,,0,,.a,)/ ;€ R,i=12,..n}



Daci €€ R si a,b€e R", a=(,0,,..x,); b=(B,, B,,..8,)
atunci definim doud operatii: una interni
def
a+b=(o + Bl,az + ﬂz,...an + ﬁn) si alta externd
def
oa = (oo, 0c,,..o,)
In R" remarcim prezenta elementelor:
0=1(0,0,...0) elementul neutru (vectorul nulin R")si
—a=(—0,—-Q,,...,~C,) numit opusul lui a
Se aratd cé cele doua operatii satisfac cele opt conditii (proprietiti) care definesc
statiul liniar precum si proprietitile 1° - 3°, Rezulti cd R” este un spatiu liniar.
Elementele lui R" astfel definit se numesc  vectori linie

n- dimensionali, elementele lui R se numesc de asemenea scalari iar R” se
numegte spatiul real de dimensiune finitd n,sau spatiul vectorilor n-dimensionali

peste corpul de scalari R. Dacd a € R”, a=(,Q,,...0,) atunci ¢; se numeste

componentd sau coordonatd derangialuia (1<i<n)

Orice vector a€ R" (de dimensiunea ) are n componente.

In R"se defineste egalitatea a doud elemente s1 anume dacd
a=(0,Q,,....0,)si b=(B,B;,....8,) atunci
a=boa, =6 (Vi=12,.n

Deseori este avantajos s considerim vectorii din R” sub form3 de vectori coloani

Q,

t t &, ,
a =(a,0,,.a,) = " log,eRi=12,.n

a

n

In acest caz R" se va numi spatiul vectorilor coloand n-dimensionali.
Exemple: Fie in R® vectorii liniari @ = (2,-1,0); b=(1,2,-3)5si scalarul o=
2. Avem:

a+b=(2,-1,0)+(1,2,-3)=(2+1,-1+2,0+(-3)) =(3,1,-3)



2a =2(2,-1,0)=(2-2,2(-1),2:0) = (4,-2,0)
a-b==a+(-1b=(2,-1,0)+-1(1,2,-3) = (2,-1,0) + (-1,-2,3)
= (1,-3,-3)

3. Sisteme de vectori in R”. Dependenta si independenta liniari. Baziin R".

Definitie: Multimea {al,az,...am} de vectori cu @; € R" 1<i<m, m fixat se
numeste sistem finit de m vectori din spatiul R" si-1 notim cu S.

Definitie: Orice submultime nevida S ' a lui §(S” C S) se numeste subsistem al
lui S.

Definitie: Orice sistem de vectori S " care contine ca subsistem pe S,
(8" D 8)se numeste suprasistem al sistemului S.

Defintie: Fie a,,a,,..a,€ R" $i a€ R"  Daci

mn

a=MAa+Aa,+..+Aa,= Zliai cu ;,€R, 1<i<m spunem ci a se
i=1

exprima ca o combinatie liniard a vectorilor a;,a,,...a,,

Definitie: Un sistem finit de vectort {al,az,...am} din R"se numeste liniar
dependent daci existi scalarii A,,4,,...4,, € R nu toti nuli astfel incat
Aa+Aa, +...+ A4, =0.

Definitie: Sistemul finit de vectori {al,az,...am} din R"se numeste liniar
independent dacd si numai daca relatia

Aa,+ Aa, +..+A,a, =0 implicd 4, =4, =...= A4, =0, unica solutie .
Exemple:
1°. Vectorii a, =(1,2,-1); a,=(2,-L1); a;=(-13,-2) sunt liniar
dependenti deoarece existd scalarii nenuli A =LA, =-1A; =-1 astfel incét

Aa; + A,a, + Ayay =0 adicd g, —a, —a; =0.

2°. Vectorii a, =(2,L1); a,=(1,-10); a,=(30,2) sunt liniari
independenti deoarece relatia A,q, + A,a, + 4,0, =0 nu are loc dect daca
M=Ay=2=0;
Intr-adevar: A,(2,1,1) + A,(1,-1,0) + 4;(3,0,2) = 0=(0,0,0) care conduce la

sistemul omogen in necunoscutele 4;,4,,4,:



24 +A, +34, =0
A=A, =0
A +24, =0
a cirui solutie este solutianuli A, =4, =4, =0.

in definitia datd lui R” am afirmat ca acesta este spatiul real de dimensiune n.

Vom lega acum notiunea de dimensiune a spatiului R" cu notiunile de
independentd liniard a vectorilor prin urmétoarea propozitie pe care o dim fard
demonstratie.

Propozitie: In R" numirul maxim de vectori liniar independenti este egal cu n
adicd cu dimensiunea spatiului.

Prin urmare in R” nu pot exista sisteme de vectori liniar independenti care si
contind un numér de vectori mai mare ca n-dimensiunea spatiului. (orice sistem de

n+pvectori p=1,p€ N in R" este liniar dependent).

Baziin R".

Definitie: Orice sistem de n vectori {al,az,...an} liniar independenti din R"
se numeste bazd a spatiului R".

Rezulti ci orice bazi a spatiului R” contine exact n vectori.(numarul maxim de
vectori liniar independenti in R" = numirul vectorilor oricirei baze = dimensiunea
spatiului R" =n). Notim cu B = {al,az,...an } obazidinR"

Exemple:

Fiein R" sistemul de vectori {e,,e,,...¢, }

e, =(1,0,...0),e, =(0,1,....0),...e, =(0,0,...1) Si aritim ci acest sistem

formeazi o bazd in R". Va trebui sd demonstrim independenta sistemului. Intr-
adevir, din

A+ Ae, +..+Ae, =0 rezultd

4,(1,0,...0) + A,(0,1,...0) +...A4,(0,0,...1) = (0,0,...0)

(4,,0,...0) + (0,4,,..0) + ...+ (0,0,...4,) = (0,0,...0)

adica 4, =A, =...= A, =0. Deci sistemul este liniar independent si formcazi o
bazd in R". Vectorii €,,e,,...e, se numesc vectori unitari ai spatiului R", iar
baza B = {el €y ,...e,,} se numeste baza unitard a spatiului R" . Matricea formata

cu componentele vectorilor unitari este matricea unitate de ordinul n:

10



1 0 .. 0
12(:)1...0

n

00 .. 1

Teorema bazei Fiind dat3 o bazi in spatiul R", orice vector € R" se poate
exprima in mod unic ca o combinatie liniar3 a vectorilor bazei.

Demonstratie: Fie o bazi B ={a1,a2,...a"} a spatiului R" si un vector
a€ R". Vectorii a,4,,4,,...a, sunt evident liniar dependenti, deci putem scrie:
ka+ka, +kya, +..+k,a, =0 unde nu toti %, sunt nuli. Numirul k este
diferit de zero, deoarece in caz contrar din relatia precedenti ar rezulta ci

a,,a,,...a, sunt liniar dependenti (absurd, formeazi bazi)
Deducem prin urmare:

k k k
a= ——lal ——2a2 —...——I-c"—an = /llal +/12a2 + ...+/1na,, adicd orice vector

k k

a€ R"se exprimi ca o combinatie liniard a vectorilor bazei. Si demonstrim
unicitatea. Presupunem cd ar exista doud exprimdri lui @ in baza aq,,a,,...a,. Fie:
a=Aa +Aa, +..+4,a,
a=MAa, +Aa, +...+Aa,
Scazandu-le obtinem:

(4 =ADa, + (A4, = A))a, + ...+ (A, —A))a, =0 dar din cauza independentei
vectorilor @,,a;,...a, rezultd A, —A/=01<i<n deci 4, =A] 1<i<n g
exprimarea (*) a lui a este unica. ’

*

Daci a€ B fie a =a;, i =1,n Atunci B fiind bazi, a se poate scrie:
a=Aa, +Aa, +..+Aa +..+A,a,

unde A’j ={

1 daca Jj=i o L
0 daci 45 unicitatea scalarilor 4, fiind evidenta.
Am vazut deci cd intr-o bazi dati B ={a1,a2,...an}c R" orice vector

a€ R" se exprimi prin combinatia liniard a vectorilor bazei:

() a=Aa, +Aa,+...+Aa,, A,A,,.A €R

Scalarii A;,4,,...4, din (1) se numesc coordonatele (componentele) vectorului a
in baza B. '

Fie a = (o, a,,..a,); b=(p, B,,-..B,)
11



a,be R",a;,B,€ R,i=12,..n fiind coordonatele vectorilor a §i b in baza
unitard. Fie A, A,,...A, si Uy, U,,...1, coordonatele vectorilor a, respectiv b in
baza B formata cu vectorii 4;,4,,...d, . Avem:
atb=Aa, +Aa, +...+Aa, + Wa + pa, +..+u.a, =
= (A +u)a + (A + 1y)a, +..+ (4, + 1,)a,
relatie care exprim c& vectorul a+b are in baza B coordonatele
At U Ayt Ay + I,
De asemenea, vectorul Aa se va scrie
Aa =A(Aa, + Aya, + ...+ Aa,) = Ada, + Adya, +...+ Ad,a,
relatie care exprimd vectorul Aa in baza a,,a,,...a, si din care rezultd ci

coordonatele lui Aa in aceastd bazi sunt Ad;,A4,,..AA, .

In consecintd deducem ci si intr-o bazi oarecare (nu numai in baza unitard) la
adunarea vectorilor coordonatele lor se adund iar la inmultirea cu un scalar se
inmultesc coordonatele vectorului in acea baza cu scalarul. Evident cd in orice baza
coordonatele vectorului nul sunt egale cu zero.

Obs. Fiein R" vectorul a = (¢,0;,..0,) sifie {el,ez,...en} baza unitard a
spatiului. Suntem acum in mésurd s facem precizarea:
numerele ;,0,,...0, sunt coordonatele vectorului a in baza unitard a spatiului .
Intr-adevir avem:
a=(q,,0,,.0,)=re +Ae, +..+Ae, =
=1,(1,0,..0)+ 4,(0,,0...0) +...+ 4,(0,0,..1) =
=(4,,0,...0)+ (0,4,,0...0) + ..(0,0,..4,) =
=(ApAy A=A =a, A, =a,,..A, =a

n
De exemplu pentru vectorul a=(235)€ R® numerele 23,5 sunt
coordonatele lui, in baza unitara e, = (1,0,0); e, =(0,1,0); e; =(0,0,1) a lui
R’ siin aceasti bazi a se va scrie:
~a=2e +3e, +5e,
Cum se exprimi a intr-o baza oarecare vom arata in continuare.

. . A 3 .. <A . - . .
Exemplu: Se considerd in R vectorii dati in baza unitara a spatiului:

0 1 1 2
a=1].a,=|0|; a3=|1|sia=|6
1 1 0 4

12



y < y 5 s a - p3
1° Si se arate cd vectorii a,,a,,a; formeazi obaziin R”;
2°Aflati coordonatele vectorului a in aceastd baza.

Solutie: Intr-un spatiu de dimensiune n, oricare n vectori liniar independenti
formeaza o bazi. Vectorii a,,a,,a; sunt liniar independenti deoarece
ki, + kya, +tkya; =0 = k; =0,k, =0,k; =0

Intr-adevir:

0 1 1 0 k, +k =0
kil |+k)O|+ks 1]|=|0|= 1k +ky, =0=
1 1 0 0 k, +k, =0

k, =k, =k; =0.Rezulti ca a,,a,,a; formeaza o baza
Conform teoremei bazei,a se poate exprima cd o combinatie liniard a vectorilor
bazei §i anume
a=Aa +Aa, +Aa, (%)
scalarii 4;,4,,4, fiind coordonatele vectorului a in baza dati,iar (*) exprimarea

lui 1n aceasta baza.
Din (*) deducem sistemul:

A, tA =2
A +A, =6
A+ A =4

Sistemul este compatibil unic determinat deoarece r(A)=3;
Acest sistem se rezolvi fie pe cale elementari si se obtine 4, =4, 4, =0,4; =2

fie pe cale matriciald. Notind cu A vectorul coloani al necunoscutelor, sistemul se
scrie:

/11 011 2
Ad=a = A={A, |=A"a ypde 4=|1 0 1|, a=|6
/13 110 4
Avem deci:
111
/11 2 2 2 2 4
- 1 1 1
A=|A, =47 a=| = -= = |6]=|0
2 2 2
Ay 11 1 2
2 2 2

13



Rezulti A, =4,4, =0,A; =2 si deci

a =4a, +0a, + 2a; exprimat in baza aq,,a,,a,

4. Stabilirea naturii unui sistem finit de vectoriin R".

Sa considerdm in R" urmitorii m vectori coloani dati prin coordonatele lor in
baza unitard a spatiului:

o, a, Qy,,

| & | O | @,
al - > a2 - . > am -

anl anZ anm

Sd ardtam in ce conditii are loc relatia
Aay+Aa, +..+A,a,=0, L, R 1<i<m (¥

Avem:
Oy Oy, Ay 0
A a?' +4, a:22 +..t 4, a?m = 0
oy 3 & 0

din care se deduce sistemul liniar omogen in necunoscutele 4;,4,,...4,,

m

Oy Ay + Qpphy + oo+ 0, A, =0

m

oA+ A+ +a,,A, =0

nm-"m
all alz ses a]m
) A= 0y Ay a,,, . N 5
cu matricea - : : : formatd cu vectorii coloani
a, o, .. o,
considerati. ,
Sistemul omogen admite numai solutia nuli A, =A,=..=A1,=0 daca

rang(A) = m si admite i alte solutii afard de solutia nuli dacirang(4) < m.

Deci dacd rang(A)=m vectorii sunt liniar independenti. Daci rang(A4) < m
vectorii sunt liniar dependenti.
Altfel spus: Dacd m > n (numdirul vectorilor mai mare ca dimensiunea spatiului)

14



vectorii sunt liniar dependenti.
Dacd m < n atunci vectorii sunt liniar dependenti dacd rang(A4) < m si liniar

independenti daci rang(A) =m.

Rezultd ci o conditie necesari si suficientd ca un sistem de vectori din R” s3
fie liniar independent este ca rangul matricii formate cu componentele vectorilor sd
fie egal cu numirul vectorilor. In caz contrar sistemul de vectori este liniar
dependent .

Prin urmare pentru a afla natura unui sistem de m vectori in R" procedim astfel:
- scriem matricea 4 avand drept coloane vectorii dati;
- calculdm rangul r al matricii 4;
- decidem natura sistemului de vectori §i anume:
a)dacd r = m sistemul de vectori este liniar independent;
b)dacd ¥ < m sistemul de vectori este liniar dependent.
Drept consecinte ale regulei precedente deducem:

1. Daci S este un sistem de vectori liniar independent i S’ un subsistem al lui §
atunci S’ este liniar independent; '

2. Daci S este un sistem liniar dependent si S " este un suprasistem al lui S
(S S”),atuncisi S” este liniar dependent;

3. Orice sistem care contine vectorul nul O este liniar dependent;

4. Numirul maxim de vectori liniar independenti in R" este egal cu n.

Exemple:
Aflati natura sistemelor de vectori
2 -1 3
-3 _1 0 3
a) A=l =1 BT 3
2 1 1
2 -1 0
by ={1; aa=| 1 |; ag= -1}
1 1 1
1 2 5 4
o) ay={—1); ay={=21;a;=|2]|; a,=| -1
1 3 5 4
Solutie:

a) Matricea componentelor vectorilor a,,4a,,a;,

15



-1 3
O .
A= 1 3| arerangul 2. Cum rang(A4) =2 <3 rezulti ci vectorii sunt

1 1

liniar dependenti;
b) Rangul matricii 4 este in acest caz

N AW

2 -1 0
A= % i —1 1| pentru care se giseste ca rang(A)=3 egal cu numirul

vectorilor deci sunt liniar independenti;
¢) Rangul matricii

1 2 5 4
A= —1 1 "32 g :11 este egal cu 3 < 4 deci vectorii sunt liniar dependenti.

2. Determinati me€ R astfel ca sistemul de vectori

m 0 1
a={0;a,=2]|; a3=| m
1 1 -1

sa fie liniar independent.
Solutie: Trebuie ca rangul matricii

m 0 1
A= (1) % m | sa fie egal cu 3 ceea ce revine la faptul c3

m 0 1 ,
det A #0 adici |[4]=|0 2 m|=m’-2m-2#0
1 1 -1
Cum m?-2m-2=0 admite numai solutii. complexe, rezulti ci

(V)yme R |A| # 0 i deci vectorii sunt liniar independenti pentru orice me R .

3. Fie ab,c vectori liniar.independenti in R* . Cum sunt vectorii a+ b,
a-b,a-2b+c?
Solutie: Raspunsul la intrebare consta in a stabili in ce conditii are loc relatia:

AMla+b)y+A,(a-b)+ A, (a—2b+c)=0

sau

(A + Ay + A3)a+ (A — Ay —2A,)b + Ase = (0,0,0)
16



Prin ipotezd 1nsd vectorii a,b,c sunt liniar independenti si din relatia precedenta
rezultd:

MAtA,+4,=0
A=A, -24,=0
A, =0

deunde A, = A, = A; =0 si rdspunsul este ci vectorii sunt liniar independenti.

4. Ce conditii trebuie si indeplineascd numerele @, 3,7 astfel ca vectorii:

1 1 1
a= 052 : b=| B |; ¢=| ¥ | sific liniar dependenti in R*
2 2
« B 14
Solutie:
Trebuie ca rangul matricii:
1 1 1
A=l a B Y | sifie mai mic ca 3 ceea ce revine la egalitatea cu zero a
at B y?
determinantului
1 1 1
|A| =la B y|=(@-B)YB-y)¥-a), determinantul fiind de tip
2 2,2
a” BTy
Vandermonde.

Din conditia (@ —BYB-¥)(¥-a)=0 rezulta ¢ = sau Y= sau

O =Y adicd numerele &, 3,7 si fie egale doud cite doud.

5.Metoda elimindrii complete (Gauss-Jordan) de rezolvare a unui sistem de
ecuatii liniare.
Sa considerdm sistemul de n ecuatii liniare cu n necunoscute:

a;x, tapx, +..+a,x, =b
Ay X +apx, +..+a,,x, =b,

(D

A X +a,,%x, +..ta,,x,=b,
a cdrei forma matricial3 este

17



AX =b @)

unde:
Xy |
. X, b,
A=(a;) i,j=12,.n, X={ " | b=| .
X, b,

Dacd A4 este nesingulard adica |A|¢0atunci sistemul are o solutie unici
reprezentatd de vectorul X dat de relatia:

X=4" (3)

Existd o schemd de calcul simpla care poate fi aplicatd oricirui sistem cu
. e . . o ee -1
|A| # 0 pentru obtinerea solutiei si (sau) pentru obtinerea matricii inverse A~ .

Aceastd metoda se numeste metoda elimindrii complete Gauss-Jordan si consti in
aplicarea unor transformdri efectuate in » iteratii (pasi) echivalente cu inmultirea

. Ve . . . -1 . .
ambilor membrii ai ecuatiei (2) cu 4~ . in caz de nevoie comcomitent poate fi

. - s - . - -1 . x =
obtinutd si matricea inversd A™ . Pentru claritate expunem aceasti metoda pe un
exemplu. Fie sistemul de trei ecuatii cu trei necunoscute:

3x, +x, =6
4x, +x, +x; =9=
Sx;, +2x, +x; =11

31 0 % 6
5 2 1 % 11

Se verifica usor cd |A| # 0 si matricial, sistemul de mai sus se scrie:
31 0Yx 6
4 1 1|x,|=9
5 2 1) x, 11

Punand
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3 1 0 6
a,=4) ay=|1] a;=|1] b=|9
5 2 1 11
sistemul se scrie
xa, + x,a, + x;a;, =b 4

Deoarece matricea 4 este nesingulard, sistemul de vectori @;,4a,,a; este liniar

. . g <a. p3 . . <
independent si prin urmare formeazi o bazi in R”. A rezolva sistemul inseamna,
in baza relatiilor (4) sd determindm coeficientii X;,X,, X3 ai combinatiei liniare
unice de vectori @,,a,,d, care coincide cu vectorul b. Metoda eliminérii complete

constd 1n eliminarea treptatd a primei, a doua , a treia etc. necunoscute in toate
ecuatiile sistemului in afard de prima, a doua, a treia etc., ecuatie respectiv. Pentru
sistemul dat primul pas constd In eliminarea primei necunoscute x, din toate
ecuatiile 1n afard de prima, ceea ce se poate face adunind prima ecuatie inmultitd
cu un numéar convenabil ales la a doua si a treia ecuatie.

Pasul 1.

3x, +x, =6

4x, +x, =9

Sx; +2x, =11
Intrucat matricea 4 este nesingulard, sistemul dat poate fi scris astfel incat
coeficientul primei necunoscute in prima ecuatie si fie diferit de zero. Acest lucru

se realizeaza printr-o noud renumerotare a ecuatiilor sistemului.
Mai mult, acest coeficient poate fi facut egal cu 1 asa cum este in cazul nostru,

imartind prima ecuatie la @;; = 3. Sistemul se scrie:
x + 1 X, =2
3
4x, +x, +x =9
5x, +2x, +x; =11
Pentru eliminarea necunoscutei x; din a doua ecuatie inmultim prima ecuatie cu

—4 51 0 adundm la a doua, iar pentru a elimian pe x; din a treia ecuatie inmultim
prima ecuatie cu —5 si o adundm la a treia. Obtinem:
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1
—=x, +x, =1
3 2 3

1
-x, +tx;3 =1
30 3

Pasul 2. Elimindm acum a doua necunoscutd x, din ecuatiile 1 §i 3 in afarad de
ecuatia a doua, inmultind 1n prealabil ecuatia a doua cu -3 pentru a face
coeficientul lui x, egal cu 1. Sistemul precedent devine:

1
x + gxz =2

1
—x, +x;, =1
372 3

Inmultim ecuatia a doua cu — 3 si 0 adundm la prima respectiv a doua ecuatie.

Obtinem:
X, +x, =3
X, —3x; =-3
2x, =2

Pasul 3. Impirtim ecuatia trei cu 2 si apoi o inmultim cu 3 respectiv cu -1 §i o
adundm la prima, respectiv la a doua. Obtinem:
X =2

care este sistemul transformat in care eliminarea necunoscutelor X;,X,,X; in
modul indicat mai sus este completd si care dé solutia cdutata.

Procedeul elimindrii complete expus, mai poate fi prezentat si In modul
urmdtor:

Scrim matricea sistemului si coloana termenilor liberi

3 1 0f{6
4 1 1|9
5 2 1111

Se alege un element numit pivot de exemplu 3 (trebuie sa fie nenul). Elementele
matricii dupd etapa 1 se calculeazd astfel: :
- linia pivotului se imparte la pivot
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1102
3

- coloana pivotului are elemente 0 in afara de elementul de pe
locul pivotului care este 1. Celelalte elemente se calculeazi cu asa numita reguld a
dreptunghiului. De exemplu, pentru elementul de pe locul (2,2) se alcituieste un
dreptunghi care are intr-un varf pivotul iar in varful opus numarul de pe locul (2,2)
in cazul nostru 1 si celelalte varfuri ale dreptunghiului sunt elementele matricii 4
de pe locurile (1,2) si (2,1). Astfel dreptunghiul este:

B 1
4 1

Se calculeazd valoarea ca un determinant de ordinul doi cu mentiunea ca produsul
de pe diagonala pivotului se ia intotdeauna cu semnul +; Deci avem:

1

@zﬁ —3.1-1.4=—1

4 1

Rezultatul se imparte la pivot si se trece pe locul (2,2) in pasul urmitor:

2

1 1 0
3

0 1 ?
3

0

Pentru calculul elementului de pe locul (2,3) se alege dreptunghiul
® o
4 1

Proceddnd analog cu toate elementele care nu fac parte din linia sau coloana
pivotului inclusiv elementele termenului liber, se obtine etapa a doua.

=1 si se imparte la pivot, adici 3" 1
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1 1 0 2
3

0 @ 1 1

0 1 1 1
3

Pentru etapa a treia alegem un alt pivot ( nu de pe linia 1 si care si fie neaparat
nenul) de exemplu — 13 ; Procedand exact ca mai inainte, vom ilustra numai

calculul elementului de pe locul (1,3)

I
3
OHE
IR
3 3
Astfel etapa a treia este:
1 0 1 3
0 1 -3 -3

In sfarsit ultimul pivot poate fi luat 2 si solutia este dati de etapa a patra

1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 1

Solutia este deci x; =2,x, =0,x; =1
Foarte adesea este nevoie nu numai sd rezolvam sistemul ci s aflim si matricea
. - -1 . e . . ‘o . e
inversi A™ a matricii 4 a sistemului. In acest scop scriem la dreapta matricii 4
matricea unitate / de ordin n si aplicim metoda eliminirii complete matricii

extinse.
Matricea inversd se obtine pe locul ocupat mai inainte de matricea unitate. Daci

avem matricea extinsi:
4 | 1] b)
s1 aplicdm schema de calcul a solutiei sistemului prim metoda elimindrii complete
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obtinem:
(474 | 471 | 47'b)
sau
1| 47| x
Prin urmare dupd cele trei iteratii ale metodei elimindrii complete matricea 4 a
sistemului se transformi 1n matricea unitate, matricea unitate In matricea inversa

-1 . e . - A . . .
A~ amatricii 4 iar vectorul b se transforma in solutia X a sistemului .
Reluind exemplul precedent vom scrie

4 I b
@ 1 o0 |1 O o0 6
4 1 1 ]o 1 o |9
5 2 1 ]0o o 1 |11
1 y 0 % 0 2
Pasul 1 0 @ 1 - % 1
0 % 1 |- % 0 1|1
1 0 1 -1 1 o 3
Pasul 2 0 1 -3 4 -3 0 -3
0 0 -3 1 1] 2
1 0 0 % % —%
Pasul 3 0 1 0 _% _% %
0 0 1 .—% Y % 1
I A7 X

Deducem deci:

Deci combinatia liniard unicd prin care se exprima vectorul b este:
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xa, + x,a, + x3a; =2a, +0a, +1a, =b

A . - - A 3 . - .
Intrucat vectori a,,a,,a; formeazi o baziin R’ orice alt vector al acestui spatiu
se¢ poate exprima in mod unic ca o combinatie liniard a acestor vectori. Fie acest
vector @, $1 Y|, Y,,y; componentele lui in baza a,,4a,,a, . Atunci

na t y,a; + y;a; =a,
sau
AY =a,

de unde pentru a afla Y este suficient s inmultim relatia precedenti cu 4~ la

stanga:

ATAY=A"a,; Y=A4"4q,

Fie de exemplu in baza unitari vectorul:

atunci avem:

Deci —a,+7a, -5a;=aq,

iar componentele vectorului a, in baza {al ,dy, a3} sunt y, =-1, y, =7,

y3=—5
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6. Multimi convexe in R" .
Fie spatiul liniar R":
R" = {a = (0, 0,,..00, |0, € R,i = 1,2,...n}

Elementele a = (¢,Q;,...0¢,) ale lui R"le-am numit vectori n-dimensionali

sau puncte ale spatiului n-dimensional R” . Folosirea denumirii de punct in locul
denumirii de vector Inlesneste Intelegerea unor notiuni ce urmeaza si fie definite cu
ajutorul unor consideratii geometrice.

Deci cand vom vorbi de multimi de elemente (vectori) din R", vom spune
multimi de puncte din R".

Mentiondm ci la definirea unor elemente geometrice punctele din R", vor mai
fi notate si cu X =(x;,%,,...,%,), X; 1<i<nfiind coordonatele carteziene ale
punctului X € R".

Prin urmare, segmentul determinat de punctele a; si a, in R" este multimea
vectorilor a de forma:

a=Aa,+(1-A)a,, 0<A<1
Pentru 7 <3 aceasta notiune coincide cu ce obignita.

Definitie: Multimea ¢ C R" de puncte din R" se numeste convexd daca pentru
oricare doud puncte a;,a, € (, segmentul determinat de aceastea este continut in
multimea £ adici afiind un punct oarecare al segmentului, are loc apartenenta
a=Aa;+(1-A)a,el, 0< A<,

In figurile de mai jos a fost reprezentate o multime convex a) si una neconvexi
b)in R".

a) b

Definitie: Un punct a€ (C R" se numeste punct extrem sau punct varf al
multimii convexe ¢’ dacd nu existd in (’ nici o pereche de puncte g si a, astfel incat
a=Aag;+(1-A)a,, 0<A<1

adicd s fie o combinatie liniard convexa a lor.
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